
4 Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Êîìáèíàòîðèêà

Çàäà÷à 1. Èìååòñÿ 6 ïàð áîòèíîê ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
âûáðàòü èç íèõ îäèí áîòèíîê íà ëåâóþ íîãó è îäèí � íà ïðàâóþ òàê, ÷òîáû ýòè
áîòèíêè áûëè ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà?

Çàäà÷à 2. Íîìåðà òðàìâàéíûõ ìàðøðóòîâ èíîãäà îáîçíà÷àþòñÿ äâóìÿ öâåòíûìè
ôîíàðÿìè. Êàêîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòîâ ìîæíî îáîçíà÷èòü, åñëè èñïîëü-
çîâàòü ôîíàðè âîñüìè öâåòîâ?

Çàäà÷à 3. Äâå ëàäüè ðàçëè÷íîãî öâåòà ðàñïîëîæåíû íà øàõìàòíîé äîñêå òàê, ÷òî
êàæäàÿ ìîæåò âçÿòü äðóãóþ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ðàñïîëîæåíèé?

Çàäà÷à 4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Âèííè-Ïóõ ìîæåò âûáðàòü ñåáå íà çàâòðàê òðè
ãîðøî÷êà ñ ì¼äîì, åñëè íà ïîëêå ñòîèò 20 ãîðøî÷êîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñâîé
ñîðò ì¼äà, è åìó âñå ðàâíî, â êàêîì ïîðÿäêå èõ åñòü? Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò
âûáðàòü ïåðâîå, âòîðîå è äåñåðò?

Çàäà÷à 5. Ñêîëüêî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5, ìîæíî ñîñòàâèòü èç
öèôð 0, 1, 3, 5, 7, åñëè êàæäîå ÷èñëî íå äîëæíî ñîäåðæàòü îäèíàêîâûõ öèôð?

Çàäà÷à 6. Ñêîëüêî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íà 4, ìîæíî ñîñòàâèòü èç
öèôð 1, 2, 3, 4, 5, åñëè êàæäîå ÷èñëî ìîæåò ñîäåðæàòü êàæäóþ öèôðó íåñêîëüêî
ðàç?

Çàäà÷à 7. Âîêðóã çâåçäû Áåòà Âåðñèè âðàùàþòñÿ ïëàíåòû. Âñå îíè, êðîìå äâóõ,
� çåìíîãî òèïà; âñå, êðîìå äâóõ, � ãàçîâûå ãèãàíòû; îñòàëüíûå � ïëàíåòû òèïà
Ïëóòîíà. Ñêîëüêî ïëàíåò â ñèñòåìå çâåçäû Áåòà Âåðñèè?

Çàäà÷à 8. Êàæäóþ íî÷ü Àíäðåé èãðàåò â ïîêåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò
âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû (52 êàðòû) 5 êàðò òàê, ÷òîáû:

1) ñðåäè íèõ áûë ðîâíî îäèí òóç;

2) ñðåäè íèõ áûë õîòÿ áû îäèí òóç;

3) ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò êîìáèíàöèé èç 5 êàðò?

Çàäà÷à 9. Íà ïëàíåòå Òóì-Òóì-Ô 2/3 âñåõ ìóæ÷èí æåíàòû è 3/5 âñåõ æåíùèí
çàìóæåì. Êàêàÿ äîëÿ íàñåëåíèÿ ïëàíåòû ñîñòîèò â áðàêå?

Çàäà÷à 10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ åñòü õîòÿ
áû îäíà ÷åòíàÿ öèôðà?

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è
åäèíèö, ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}.

Çàäà÷à 12. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâ ó n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà?

Çàäà÷à 13. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî C, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî âûáðàòü â C äâà ïîäìíîæåñòâà A è B òàê, ÷òîáû:

1) ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàëèñü;

2) ìíîæåñòâî A ñîäåðæàëîñü áû â ìíîæåñòâå B?
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Çàäà÷à 14. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, à åãî ïîäìíîæåñòâî B ñî-
äåðæèò k ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâ C, äëÿ êîòîðûõ B ⊂ C ⊂ A?

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö äëèíû n, â êî-
òîðûõ ÷èñëî åäèíèö ðàâíî k, ðàâíî ÷èñëó k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà. (Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ Ck

n.)

Çàäà÷à 16. Êàêèõ ïîäìíîæåñòâ áîëüøå ó 100-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà: ìîùíîñòè 57
èëè ìîùíîñòè 43?

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî C0
n + C1

n + . . .+ Cn
n = 2n.

Çàäà÷à 18. Ïóñòü U � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà U , ñîñòîÿùèõ èç ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñîñòîÿùèõ
èç íå÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 19. Êàêèå èç ðàâåíñòâ

1) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C);

2) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪B;

3) (A \B) ∩ C = (A \ C) ∩B;

4) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);

5) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C)

âåðíû äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B,C?

Çàäà÷à 20. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü àññîöèàòèâíà: A4 (B 4 C) =
(A4B)4 C.

Çàäà÷à 21. Äîêàæèòå, ÷òî (A1∩ . . .∩An)4(B1∩ . . .∩Bn) ⊂ (A14B1)∪ . . .∪(An4Bn)
äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A1, . . . , An è B1, . . . , Bn.

Çàäà÷à 22. Äàíû 2010 ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç 45 ýëåìåíòîâ, ïðè-
÷¼ì îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò ðîâíî 89 ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêî ýëå-
ìåíòîâ ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ 2010 ìíîæåñòâ?

Çàäà÷à 23. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ìíîæåñòâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïå-
ðåìåííûõ A è B ñ ïîìîùüþ (ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåìûõ) îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ,
îáúåäèíåíèÿ è ðàçíîñòè? Òîò æå âîïðîñ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ. (Äâà
âûðàæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ðàâíû ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåí-
íûõ.)

Çàäà÷à 24. Èç áàãàæíèêà Âÿ÷åñëàâà ãóðüáîé âûâàëèëîñü 60 ìàëåíüêèõ ìåäâåæàò ñ
áàëàëàå÷êàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 10 ìåäâåæàò åñòü íå ìåíüøå òðåõ ìåä-
âåæàò ñ îäèíàêîâûìè áàëàëàå÷êàìè. Èçâåñòíî, ÷òî ó êàæäîãî ìåäâåæîíêà ñ áàëàëà-
å÷êîé ðîâíî îäíà áàëàëàå÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ ìåäâåæàò ñ áàëàëàå÷êàìè
íàéä¼òñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå 15, ó êîòîðûõ îäèíàêîâûå áàëàëàå÷êè.
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3 Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Ðàâíîìîùíîñòü

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà èíòåðâàëà (a, b) è (c, d) íà ïðÿìîé ðàâíîìîùíû.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè ðàâíîìîùíû. Äîêà-
æèòå, ÷òî ëþáûå äâà êðóãà íà ïëîñêîñòè ðàâíîìîùíû.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [0, 1) ðàâíîìîùåí ïîëóèíòåðâàëó (0, 1].

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [0, 1) ðàâíîìîùåí îòðåçêó [0, 1]. Äîêàæèòå,
÷òî èíòåðâàë (0, 1) ðàâíîìîùåí îòðåçêó [0, 1].

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåðâàë (0, 1) è ëó÷ (0,+∞) ðàâíîìîùíû.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûé êðóã ðàâíîìîùåí ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûé êðóã ðàâíîìîùåí çàìêíóòîìó êâàäðàòó.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäè-
íèö ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0, 1,
2, 3 ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0 è 1.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0, 1,
2 ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0 è 1.

Çàäà÷à 11. Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü òåîðåìó Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà: åñëè ìíîæåñòâî A
ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà B, à B ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó
ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà A, òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû.



4 Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Ñ÷¼òíîñòü è íåñ÷¼òíîñòü

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñ÷¼òíû:

1) ìíîæåñòâî N \ {2009};
2) ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà äàííîå ÷èñëî m ∈ N;
3) ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z .

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî:

1) ïîäìíîæåñòâî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà èëè êîíå÷íî, èëè ñ÷¼òíî;

2) åñëè A è B � ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà, òî A ∪B òîæå ñ÷¼òíî;

3) êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî;

4) ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî:

1) ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè,
ñ÷¼òíî;

2) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ÷¼òíî.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî:

1) ìíîæåñòâî êîðíåé âñåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ÷¼òíî;

2) ìíîæåñòâî êîðíåé âñåõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ÷¼ò-
íî;

3) ìíîæåñòâà èç ïóíêòîâ 1) è 2) ðàâíîìîùíû ìíîæåñòâó êîðíåé âñåõ êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè;

4) ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë A ñ÷¼òíî.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñ÷¼òíû:

1) ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1;

2) ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) â ëþáîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå íàéäåòñÿ ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî;

2) ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíî-
ìîùíî ìíîæåñòâó, ïîëó÷åííîìó èç M óäàëåíèåì îäíîãî ýëåìåíòà.

Çàäà÷à 7 (∗). Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà íåñ÷¼òíû:
1) ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1;

2) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N;
3) ìíîæåñòâî âñåõ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé èç N â N.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû:

1) R è C;
2) (∗) âñå ìíîæåñòâà èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è;

3) (∗) R è ìíîæåñòâî èç ïóíêòà 1) ïðåäûäóùåé çàäà÷è.


